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РОЗРАХУНОК ДОТИЧНОЇ НАПРУГИ 
ПРИ НЕСТАЦІОНАРНОМУ РІДИННОМУ ТЕРТІ 

Соколов В.І., Батурін Є.О., Чернікова О.М. 

CALCULATION OF SHEARING STRESS 
FOR NONSTATIONARY FLUID FRICTION 

Sokolov V.I., Baturin Y.O., Chernikova E.M. 

Важливим параметром у розрахунках гідромеханічних 
процесів є сила в'язкого рідинного тертя, яка характери-
зується дотичною напругою, що виникає в робочому се-
редовищі, яке стикається з поверхнею рухомого елемента 
виконавчого, регулюючого, розподільного або допоміжно-
го гідравлічного пристрою. За наявності зазору між по-
верхнями елементів дотичні напруги виникають при від-
носному русі цих поверхонь і руху середовища під впливом 
перепаду тиску. Традиційні підходи до побудови матема-
тичних моделей нестаціонарних гідромеханічних процесів 
здебільшого засновані на тому, що реальні потоки замі-
нюються послідовністю змінних в часі потоків з квазіс-
таціонарним розподілом гідродинамічних величин по жи-
вому перетину. Це дозволяє вводити до розрахунку коефі-
цієнти та характеристики, які отримані для стаціонар-
них потоків. Насправді структура нестаціонарної течії 
відрізняється від квазістаціонарної, причому не завжди 
відомо, як і за яких умов така відмінність може вплинути 
на зміну гідродинамічних характеристик. Тому розгляну-
то нестаціонарний плоский ламінарний рух нестисливої 
рідини у зазорі між рухомим та нерухомим елементами в 
декартовій системі координат. Рішення рівняння руху в 
частинних похідних виконано із застосуванням перетво-
рення Лапласа. В операторній формі отримана залеж-
ність для дотичної напруги при нестаціонарному рідин-
ному терті. Визначено передавальні функції для дотичної 
напруги по швидкості рухомого елемента та градієнту 
тиску. На основі аналізу амплітудно-частотних харак-
теристик встановлені границі квазістаціонарного підхо-
ду для розрахунку сил нестаціонарного в'язкого тертя на 
рухомих елементах гідравлічних пристроїв. Отримано 
апроксимаційні передавальні функції для нестаціонарної 
дотичної напруги, що дозволяють встановити зв'язок 
між оригіналами у вигляді звичайних лінійних диференціа-
льних рівнянь. Запропоновано залежність для дотичної 
напруги при нестаціонарному рідинному терті, яка вра-
ховує прискорення рухомої поверхні, що дозволяє підви-
щити точність розрахунку динамічних характеристик 
гідравлічних систем. 
Ключові слова: рідинне тертя, дотична напруга, рівняння 
руху, перетворення Лапласа, передавальна функція. 

Вступ. Найбільш важким та відповідальним 
етапом у розрахунках та розробці нових елементів 
та пристроїв, машин і механізмів, приводів та сис-
тем управління є побудова математичних моделей 
нестаціонарних робочих процесів, що протікають в 
них [1-5]. Дуже важливо не допустити надмірного 
невиправданого ускладнення математичних моде-
лей, оскільки вони можуть виявитися непридатними 
у практичному використанні. Разом з тим, нехту-
вання явищами, які істотно впливають на робочі 
процеси, може зробити модель занадто грубою, що 
не забезпечує необхідної точності, а також не відо-
бражає основних особливостей процесів, що проті-
кають. 

Постановка проблеми. Нестаціонарні гідро-
механічні процеси відносяться до складних фізич-
них явищ, при яких виникають неусталені  течії рі-
дини зі зміною швидкостей і тисків не тільки в часі, 
але і в просторі, що зайнятий потоком [6-10]. Безпо-
середній опис таких процесів призводить до систем 
нелінійних диференціальних рівнянь у частинних 
похідних, причому крайові умови, які необхідні для 
вирішення цих рівнянь, часто є диференціальними 
рівняннями, що описують динамічні процеси в тих 
пристроях, з якими взаємодіють потоки рідини. Ви-
користання таких складних моделей вимагає вико-
нання трудомістких розрахунків, які можуть і не да-
ти доступних для огляду результатів.  

Важливим параметром у розрахунках гідроме-
ханічних процесів є сила в'язкого рідинного тертя, 
яка характеризується дотичною напругою, що вини-
кає в робочому середовищі, яке стикається з повер-
хнею рухомого елемента виконавчого, регулюючо-
го, розподільного або допоміжного гідравлічного 
пристрою [11-15]. За наявності зазору між поверх-
нями елементів дотичні напруги виникають при від-
носному русі цих поверхонь і руху середовища під 
впливом перепаду тиску. 
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Аналіз останніх досліджень та публікацій. 
Традиційні підходи [16-20] до побудови математич-
них моделей нестаціонарних гідромеханічних про-
цесів здебільшого засновані на тому, що реальні по-
токи замінюються послідовністю змінних в часі по-
токів з квазістаціонарним розподілом гідродинаміч-
них величин по живому перетину. Це дозволяє вво-
дити до розрахунку коефіцієнти та характеристики, 
отримані для стаціонарних потоків. Насправді стру-
ктура нестаціонарної течії відрізняється від квазіс-
таціонарної [21-25], причому не завжди відомо, як і 
за яких умов така відмінність може вплинути на 
зміну гідродинамічних характеристик. 

У реальних пристроях величина зазору мала 
так, що течія між паралельними стінками розгляда-
ється як ламінарна та плоска (рис. 1), а розподіл 
швидкості (рис. 2) має вигляд [1, 11, 21, 22] 
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де x, y – координати; u – швидкість руху рідини у за-
зорі; u0 – швидкість руху рухомого елемента (або ві-
дносна швидкість руху поверхонь); δ– розмір зазо-
ру; dp/dx – градієнт тиску; ρ, ν – щільність та кіне-
матична в'язкість середовища. 

           а                      б                      в 

Рис. 1. Ламінарна течія між паралельними площинами:  
а – схема течії; б – розподіл швидкостей за відсутності 
градієнта тиску (течія Куетта); в – розподіл швидкостей 

при нерухомих граничних площинах  
(течія у плоскому каналі) 

Рис. 2. Безрозмірні профілі швидкості для загального  
випадку течії рідини між паралельними стінками    
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Розрахунок дотичної напруги τ виконується на 
підставі розподілу швидкості (1) згідно із законом 
в'язкого тертя Ньютона [11, 22] 

 

                  
du

dy
  .                            (2) 

 
Метою статті є отримання залежностей для 

розрахунку дотичної напруги при нестаціонарному 
рідинному терті з урахуванням інерційності зміни 
структури потоку в зазорі, а також оцінка границь 
квазістаціонарного підходу для розрахунку сил не-
стаціонарного в'язкого тертя на рухомих елементах 
гідравлічних пристроїв. 

Матеріали та результати дослідження. Нехай 
швидкість руху рухомого елемента (або відносна 
швидкість руху поверхонь) є нестаціонарною 
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Тоді, при квазістаціонарному підході, дотична 

напруга на рухомій поверхні (квазистаціонарна до-
тична напруга) з урахуванням (1) 
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яке без урахування градієнта тиску визначається до-
бре відомою залежністю [1, 10, 22] 
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Перетворюємо (4) по Лапласу [10, 16] і встано-

влюємо передавальні функції для квазістаціонарної 
дотичної напруги за швидкістю рухомого елемента 
та градієнтом тиску 
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де s – змінна Лапласа; коефіцієнти передач kτV=ρν/δ, 
kτp=–δ/2. 

З метою отримання передавальних функцій для 
дотичного напруги, що враховують вплив інерцій-
ності структури потоку, розглянемо нестаціонарний 
ламінарний рух нестисливої рідини в зазорі між не-
рухомим і рухомим елементами в декартовій систе-
мі координат (рис.1). Допускаючи течії плоским, рі-
вняння руху рідини представимо у відомому вигляді 
[1,11] 
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Для швидкості рідини u, що є функцією часу t 
та координати y, визначимо граничні умови: 
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Для спрощення математичних викладок зроби-
мо заміну змінних 
 

z=y – δ,                                 (10) 
 
а також врахуємо, що для розглянутої аналізованої 
течії 
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З урахуванням (10, 11) замість (8, 9) маємо: 
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Застосовуючи одномірне перетворення Лапласа 

при нульових початкових умовах, отримаємо за-
мість рівняння (12) у частинних похідних рівняння у 
звичайних похідних 
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де u(s), p(s) – зображення по Лапласу швидкості u та 
градієнта тиску dp/dx. 

Рішення рівняння (14) має вигляд 
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де A1, A2 – постійні інтегрування. 

Відносне напруження на поверхні рухомого 
елемента знаходимо згідно із законом в'язкого тертя 
Ньютона 
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Підставляючи (15) в (16), маємо 
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Значення 21 AA   визначаємо, використовую-

чи граничні умови (13) та отримане рішення (15): 
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Помножимо (19) на 
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(18), тоді маємо 
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Віднімання (18) з (19), помноженого на 
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Підсумовуємо (20) та (21) 
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звідки отримуємо  
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Підставляємо (23) у (17) 
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після чого перетворюємо на вигляд 
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Даний вираз є нестаціонарною дотичною на-

пругою на поверхні рухомого елемента в оператор-
ній формі. Неважко переконатися, що при сталій те-
чії (25) перетворюється на (4), оскільки: 
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1lim
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


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


 



 s

cth
s

s
.               (27) 

 
Відповідно до рівняння (25), отримуємо пере-

давальну функцію для нестаціонарної дотичної на-
пруги за швидкістю рухомого елемента 
 

   
  TscthTsk
sV

s
sW VV 




0

,        (28) 

 
де kτV – коефіцієнт передачі, введений згідно з вира-
зом (6); T=δ2/ν – постійна часу. 

Розглянемо безрозмірну передатну функцію 
 

   
  scths
sW

sW
sW

ксV

V
V 

.


 ,           (29) 

 
де sTs   – безрозмірна змінна Лапласа. За функці-
єю (29) визначимо амплітудно-частотну характерис-
тику  

 

      jWA VV mod ,                  (30) 

 

де Tj   ;1 – безрозмірна частота. 

Наведений на рис. 3 графік  VA  показує, 

що при  <0.81 врахування нестаціонарності руху 
призводить до збільшення амплітуди коливань до-
тичної напруги трохи більше, ніж 5%. Тому, в цьому 
діапазоні для розрахунку частотних характеристик 
можна використовувати квазістаціонарну передава-
льну функцію (6). Таким чином, дане значення час-
тоти можна розглядати як границю квазістаціонар-
ного підходу для розрахунку сил в'язкого тертя при 
коливаннях рухомого елемента. 

 

Рис. 3. Безрозмірна амплітудно-частотна 
характеристика дотичної напруги  

(при коливаннях швидкості рухомої поверхні) 

Також, за виразом (25) встановимо передатну 
функцію для нестаціонарної дотичної напруги за 
градієнтом тиску 
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  Tssh

Tsch
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k
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s
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120 
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 ,       (31) 

 
де kτp – коефіцієнт передачі, введений згідно з вира-
зом (7). 

За безрозмірною передатною функцією 
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  ssh

sch

ssW

sW
sW

ксp

p
p

12

.


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
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     (32) 

 
визначимо безрозмірну амплітудно-частотну харак-
теристику 

 

      jWA pp mod .            (33) 

 

Наведений на рис. 4 графік  А  показує, 

що при  <3.34 зменшення амплітуди коливань до-
тичної напруги не перевищує 5%. Тому, в цьому ді-
апазоні для розрахунку частотних характеристик 
можна використовувати квазістаціонарну передава-
льну функцію (7). Таким чином, дане значення час-
тоти можна розглядати як границю квазістаціонар-
ного підходу для розрахунку сил в'язкого тертя при 
коливаннях тиску. 

Отже, при врахуванні нестаціонарності струк-
тури потоку в зазорі для розрахунку дотичної на-
пруги на рухомій поверхні маємо в загальному ви-
падку наступне рівняння в операторній формі 

 

         sVsWspsWs vp  0 .      (34) 
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Рис. 4. Безрозмірна амплітудно-частотна характеристика 
дотичної напруги (при коливаннях градієнта тиску) 

Слід зазначити, що наближення передавальних 
функцій (28, 31) дає їх апроксимація наступними 
функціями: 

 

   1 0.387V VW s k Ts   ;        (35) 

 

 
1098.0 


Ts

k
sW

p

p


 ;              (36) 

 
за якими можна встановити зв'язок між оригіналами 
τ0(t), V(t), dp/dt у вигляді лінійних диференціальних 
рівнянь. 

Відповідно до (35) маємо 
 

     0 0.387V Vs k V s k TsV s   .         (37) 

 
Враховуючи, що згідно (6) kτV=ρν/δ, а згідно 

(28) T=δ2/ν, отримуємо наступне рівняння для доти-
чної напруги 
 

     0 0.387s V s sV s
 


  .             (38) 

 
Виконав зворотне перетворення Лапласа, має-

мо 

 0 ( )
0.387

dV t
V t

dt

 


  .                (39) 

 
Порівняння (39) та (5) показує, що при нестаці-

онарному руху з’являєтеся нестаціонарна добавка 
 

( )
0.387

dV t

dt
   .                  (40) 

 
Залежність для дотичної напруги (39) при не-

стаціонарному рідинному терті враховує приско-
рення рухомої поверхні (40), що дозволяє підвищи-

ти точність розрахунку динамічних характеристик 
гідравлічних систем. 

Висновки. Таким чином, розглянуто нестаціо-
нарний плоский ламінарний рух нестисливої рідини 
в зазорі між рухомим і нерухомим елементами в де-
картовій системі координат. Рішення рівняння руху 
на приватних похідних виконано із застосуванням 
перетворення Лапласа. В операторній формі отри-
мана залежність для дотичної напруги при нестаціо-
нарному рідинному терті. Визначено передавальні 
функції для дотичної напруги за швидкістю рухомо-
го елемента та градієнта тиску.  

На основі аналізу амплітудно-частотних харак-
теристик встановлено границі квазістаціонарного 
підходу для розрахунку сил нестаціонарного в'язко-
го тертя на рухомих елементах гідравлічних при-
строїв. Оцінка границь квазістаціонарного підходу 
до розрахунку сил нестаціонарного в'язкого тертя 
виконана за амплітудно-частотними характеристи-
ками при коливаннях рухомого елемента та градієн-
та тиску. В якості границь квазістаціонарності при-
йняті частоти, при яких відбувається зміна ампліту-
ди більш ніж на 5%.  

Отримано апроксимаційні передавальні функ-
ції для нестаціонарної дотичної напруги, що дозво-
ляють встановити зв'язок між оригіналами у вигляді 
звичайних лінійних диференціальних рівнянь. За-
пропоновано залежність для дотичної напруги при 
нестаціонарному рідинному терті, яка враховує при-
скорення рухомої поверхні, що дозволяє підвищити 
точність розрахунку динамічних характеристик гід-
равлічних систем. 
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Sokolov V.I., Baturin Y.O. Calculation of shearing 

stress for nonstationary fluid friction 
The important parameter in the calculation of hydrome-

chanical processes is the force of viscous fluid friction, which 
is characterized by shearing stress arising in the working en-
vironment, which comes into contact with the surface of the 
moving element of the actuator, control, distribution or auxil-
iary hydraulic device. In the presence of a gap between the 
surfaces of the elements, the shearing stresses occur during 
the relative motion of these surfaces and the movement of the 
medium under the influence of the pressure drop. Traditional 

approaches to the construction of mathematical models of 
nonstationary hydromechanical processes are largely based 
on the fact that real flows are replaced by a sequence of time-
varying flows with a quasi-stationary distribution of hydrody-
namic quantities over the section. This allows you to enter into 
the calculation of the coefficients and characteristics obtained 
for stationary flows.	In fact, the structure of the nonstationary 
flow differs from the quasi-stationary one, and it is not always 
known how and under what conditions such a difference can 
affect the change of hydrodynamic characteristics. Therefore, 
the nonstationary plane laminar motion of incompressible flu-
id in the gap between the moving and a fixed elements in the 
Cartesian coordinate system is considered. The solution of the 
equation of motion in partial derivatives is fulfilled using the 
Laplace transform. The dependence in the operator form for 
the shearing stress for nonstationary fluid friction is obtained. 
The transfer functions for the shearing stress of the velocity of 
the moving element and the pressure gradient are determined. 
Based on the analysis of amplitude-frequency characteristics, 
the boundaries of a quasi-stationary approach are established 
for calculating the forces of nonstationary viscous friction on 
the moving elements of hydraulic devices. The solution of the 
equation of motion in partial derivatives is fulfilled using the 
Laplace transform. The approximate transfer functions for the 
nonstationary shearing stress are obtained, which allow to es-
tablish the connection between the originals in the form of or-
dinary linear differential equations. The dependence for the 
shearing stress under nonstationary fluid friction is proposed, 
which takes into account the moving surface acceleration, 
which makes it possible to increase the accuracy of calculat-
ing the dynamic characteristics for hydraulic systems. 

Keywords: Fluid friction, shearing stress, equation of 
motion, Laplace transform, transfer function. 
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