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На основі чисельного моделювання течії електропровідної 
рідини в трубопроводі з місцевими опорами визначено за-
лежності коефіцієнтів втрат тиску під час течії в рап-
товому розширенні та раптовому звуженні. Розрахунок 
здійснено на основі вирішення рівнянь Нав’є-Стоксу осе-
реднених за Рейнольдсом із SST (Shear Stress Transport) 
моделлю турбулентності. Верифікацію програмного про-
дукту проведено шляхом порівняння результатів експе-
риментів з результатами чисельного моделювання. Дія 
магнітного поля приводить до зниження середньої та 
максимальної швидкостей, до збільшення швидкості в 
прикордонному шарі для течії електропровідної рідини в 
раптовому розширенні. На відміну від раптового звужен-
ня, в раптовому розширенні можна спостерігати відмін-
ність картин течії за дії поперечного магнітного поля. Як 
для раптового звуження, та і для раптового розширення 
залежності відносних втрат повного тиску від числа Га-
ртмана мають квадратичну залежність.  
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Вступ.   
Використання електропровідних рідин в бага-

тьох галузях виробництва привертає увагу великої 
кількості дослідників. Електропровідні рідини вико-
ристовують для створення магнітогідродинамічних 
насосів, магнітогідродинамічної генерації енергії, 
очищення трубопроводів. Складність процесів, що 
відбуваються під час течії електропровідної рідини 
привів до відокремлення дисципліни – магнітної гі-
дродинаміки. Також за допомогою магнітного поля 
можна впливати на течію плазми, рідких металів, 
солоної води та інших рідин з електропровідними 
властивостями [1, 2]. 

Складність математичних аналітичних дослі-
джень в магнітній гідродинаміці виникає внаслідок 
одночасного моделювання руху рідини та рівнянь 
електродинаміки Максвелла [3, 4]. З іншої сторони 

експериментальні дослідження коштовні та прово-
дяться для перевірки роботи пристроїв [5]. Практи-
чне використання електропровідних рідин у проми-
словості обмежується браком відомостей щодо 
втрат енергії під час руху в трубопроводі, що вини-
кає внаслідок того, що аналітичним шляхом такі 
втрати розрахувати неможливо [6, 7].   

Аналіз останніх досліджень та публікацій.    
Багато робіт щодо руху електропровідних рі-

дин опубліковано Гартманом [8] та Альвеном [9], 
але в них використовуються або експериментальні 
дослідження, або теоретичні з великою кількістю 
обмежень, що приводить до значних помилок при їх 
використанні.  

Аналітичні розрахунки на основі сумісного ви-
рішення приватних випадків в одномірній постанов-
ці рівнянь Нав’є-Стокса та рівнянь Максвела не до-
зволяють зробити висновок про втрати енергії на мі-
сцевих опорах трубопроводу внаслідок складності 
відривів течії від стінок, та тривимірності відривів  
[10]. Аналітичне математичне моделювання усклад-
нюється, якщо рідини проявляють властивості не-
ньютонівських рідин [11, 12]. Все це призводить до 
значних помилок моделювання, знизити які дослід-
ники намагаються за рахунок експериментальних 
досліджень. Тому, як для звичайної рідини, так і для 
електропровідної розрахувати втрати енергії в міс-
цевих опорах  аналітичним шляхом неможливо [13-
15]. 

Із появою потужних комп’ютерів з’явилася 
можливість математичного моделювання на основі 
чисельного розв’язку рівнянь Нав’є-Стокса та рів-
нянь Максвела, але це потребує дуже значних ви-
трат часу на розрахунок при використанні методів   
прямого чисельного моделювання (DNS) та крупних 
вихорів (LES) [11, 12, 16, 17]. 

Осереднення рівнянь за Рейнольдсом дозволяє 
зменшити необхідний для розрахунку час при не-
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значному погіршенні точності розрахунку, що 
пов’язано з використанням моделей турбулентності 
[18-22].  

Тому, актуальною стає задача знаходження за-
лежностей втрат тиску під час течії електропровід-
ної рідини місцевими опорами шляхом математич-
ного моделювання із використанням числового 
розв’язання.  

Метою роботи є визначення залежностей втрат 
тиску під час течії електропровідної рідини місце-
вими опорами трубопроводу, як-от: раптове розши-
рення та раптове звуження. 

Результати досліджень.  
Коректність використання числових методів 

для розрахунку електропровідної рідин оцінена 
шляхом верифікації течії 30 % водного розчину гід-
роксиду калію трубопроводом з числом Гартмана 

/ 20Ha BR    . Де B  – магнітна індукція; R  

– радіус труби;   – електропровідність;   – густи-

на;   – кінематична в’язкість.  
Основні фізичні властивості рідини [11]: гус-

тина – 1280 кг/м3; динамічна в’язкість – 0,00143 Па 
с; кінематична в’язкість – 1,18×10-6 м2/с; електроп-
ровідність – 73,67 См/м; теплопровідність – 0,727 
Вт/(м К); теплоємність – 3000 Дж/(кг К). Рідина 
вважалася в’язкою, нестисливою. Рівняння руху рі-
дини вирішувалися чисельно у програмному сере-
довищі Ansys CFX (зі студентською ліцензією).  

Математична модель складалася з осереднених 
за Рейнольдсом рівнянь Нав’є-Стоксу, рівнянь 
SST(Shear Stress Transport) моделі турбулентності, 
рівняння нерозривності та рівнянь Максвелла для 
течії нестисливої рідини [23-25]: 
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де jx  – декартові координати; ju  – проекції швид-

кості в декартовій системі координат; t  – час; p  – 

гідродинамічний тиск; if  – проекції вектора масо-

вих сил на осі координат (сила Лоренца);   – дина-

мічна (молекулярна) в’язкість; T  – турбулентна 

динамічна в’язкість; j  – щільність електричного 

струму, що виникає в електропровідній рідині, яка 
рухається зі швидкістю u  за рахунок місцевого 

електричного поля;   – cкалярний електростатич-
ний потенціал.  

В даній роботі моделювалося два типи місце-
вих опорів: раптове звуження та раптове розширен-
ня потоку. Твердотільні моделі наведено на рис. 1. 
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Рис. 1. Твердотільні моделі місцевих опорів: 
 а – раптове розширення; б – раптове звуження 

Сіткові моделі побудовані призматичними та 
тетрагональними елементами [26] та наведені на 
рис. 2. Програмний комплекс є валідованим для ро-
зрахунку класу течій розглянутих в даній статті [23, 
27, 28]. 
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Рис. 2. Сіткові моделі місцевих опорів:  
а – раптове розширення; б –  раптове звуження 

Розрахунок завершувався при дотриманні двох 
умов: нев'язання всіх рівнянь менші за 510  і зміна 
амплітуди коливань перепаду тиску в трубопроводі 
за ітераціями не перевищує 1 % [29-31]. 
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Для того щоб не створювати початкову дільни-
цю великої довжини у вхідному перетині каналу 
швидкість задано на основі розрахунку за форму-
лою: 
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де r  – радіус точки в перетині труби; 0,05R   м – 
радіус труби. У вихідному перетині заданий нульо-
вий статичний тиск. Для нерухомої стінки – 
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n
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Геометричні параметри досліджуваних місце-
вих опорів наведено в табл. 1. 

Таблиця 1 

Геометричні параметри місцевих опорів 

Параметр 
Раптове  

розширення 
Раптове 
звуження

Діаметр труби до опору, мм 100 100 
Діаметр труби після опору, мм 200 50 
Довжина дільниці до опору, мм 1000 1000 
Довжина дільниці після опору, 
мм 

2000 2000 
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Рис. 3. Розподіл швидкості вздовж радіусу:  
а – на відстані 100 мм до раптового звуження;  

б – на відстані 1400 мм після раптового звуження  

Аналізуючи рис. 3 можна дійти до висновку, 
що магнітне поле на початковій дільниці має незна-
чний вплив, але після проходження раптового зву-

ження вплив магнітного поля практично нівелюєть-
ся (рис. 3б). Графіки побудовані з числом Гартмана 

10Ha  . Швидкість віднесена до максимальної 
швидкості maxV  в центрі труби, у випадку течії ріди-

ни без дії магнітного поля. Магнітна індукція зада-

валася вектором  , ,x y zB B B B  Тл. Труба орієнто-

вана вздовж осі x . Тому дія двох компонентів маг-
нітної індукції створюють поперечне магнітне поле. 

Результати розрахунку течії в раптовому зву-
женні наведено на рис. 4.  
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Рис. 4. Розподіл швидкості під час течії в раптовому  
звуженні:  а –  0, 0, 0B ; б –  2, 0, 0B ;  

в –  0, 2, 0B ; г –  0, 0, 2B  

Дія магнітного поля практично не впливає на 
картини течії в раптовому звуженні (рис. 4). Деякі 
відмінності можна спостерігати для поперечної дії 
вектора магнітної індукції (рис. 4в, г). 

 

 

Рис. 5. Залежність коефіцієнту місцевого опору 
 раптового звуження від числа Гартмана  
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На рис. 5 наведено залежність коефіцієнта міс-
цевого опору (раптового звуження) від числа Гарт-
мана. Спостерігається повне співпадіння кривих для 
поперечної дії вектора магнітної індукції. Діапазон 
зміни проекції магнітної індукції на кожну вісь – 
0..2 Тл. Коефіцієнт місцевого опору має квадратич-
ну залежність від числа Гартмана (коефіцієнт коре-
ляції Пірсона дорівнює 0,999). 

Магнітне поле збільшує коефіцієнт місцевого 
опору (раптове звуження) більше ніж в 5 разів за 
малих чисел Рейнольдса. Збільшення чисел Рейно-
льдса та перехід до розвинутої турбулентної течії 
приводить до асимптотичного співпадіння коефіціє-
нтів за різної орієнтації магнітного поля (Рис. 6). Це 
пояснюється збільшенням швидкості течії та змен-
шенням відносної дії магнітного поля на потік. 

 

 

Рис. 6. Залежність коефіцієнту місцевого опору (раптове 
звуження) від числа Рейнольдса  
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Рис. 7. Розподіл швидкості вздовж радіусу: 
 а – на відстані 100 мм до раптового розширення;  

б – на відстані 1400 мм після раптового розширення  

На рис. 7 наведено порівняння профілів швид-
кості під час течії в раптовому розширенні із різним 
напрямком магнітної індукції. Порівнюючи рис. 3а 
та рис. 7а зауважимо, що розподіл швидкості прак-
тично однаковий на початковій ділянці, що відпові-
дає умовам завдання. Рис. 7б показує, що дія магні-
тного поля приводить до зниження середньої та ма-
ксимальної швидкостей, до збільшення швидкості в 
прикордонному шарі. Графіки побудовані з числом 
Гартмана 20Ha  . Швидкість віднесена до макси-
мальної швидкості на початковій ділянці maxV  в 

центрі труби, у випадку течії рідини без дії магніт-
ного поля. Труба орієнтована вздовж осі x .  

 Результати розрахунку течії в раптовому роз-
ширенні наведено на рис. 8.  
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Рис. 8. Розподіл швидкості під час течії в раптовому 
 розширенні: а –  0, 0, 0B ; б –  2, 0, 0B ; 

 в –  0, 2, 0B ; г –  0, 0, 2B  

На відміну від раптового звуження (Рис. 4), в 
раптовому розширенні (Рис. 8) можна спостерігати 
відмінність картин течії за дії поперечного магніт-
ного поля. Значно зменшується область високої 
швидкості після проходження розширення. Зміню-
ються параметри розширення струменя.  
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Як для раптового звуження, та і для раптового 
розширення (Рис. 9) залежності відносних втрат по-
вного тиску від числа Гартмана мають квадратичну 
залежність. Спостерігається повне співпадіння кри-
вих для поперечної дії вектора магнітної індукції. 

 

 

Рис. 9. Залежність коефіцієнту відносних втрат повного 
тиску для раптового розширення від числа Гартмана  

 

Рис. 10. Залежність коефіцієнту місцевого опору  
(раптове розширення) від числа Рейнольдса  

Дія магнітного поля з вектором магнітної інду-
кції, що співпадає з віссю течії електропровідної рі-
дини практично не впливає на втрати тиску в рапто-
вому розширенні (Рис. 10). Дія поперечного вектора 
магнітної індукції збільшує втрати тиску на порядок 
за малих чисел Рейнольдса. Збільшення чисел Рей-
нольдса до значень 6Re 10  нівелює дію магнітного 
поля.  
 

Висновки:  
На основі чисельного моделювання течії елект-

ропровідної рідини в трубопроводі з місцевими опо-
рами визначено залежності коефіцієнтів втрат тиску 
під час течії в раптовому розширенні та раптовому  
звуженні. Розрахунок здійснено на основі вирішення 
рівнянь Нав’є-Стоксу осереднених за Рейнольдсом 
із SST-моделлю турбулентності. Верифікацію про-
грамного продукту проведено шляхом порівняння 
результатів експериментів [9] з результатами чисе-
льного моделювання.  

1. Магнітне поле на початковій дільниці рап-
тового звуження має незначний вплив, але після 

проходження місцевого опору вплив магнітного по-
ля практично нівелюється. Дія магнітного поля 
практично не впливає на картини течії в раптовому 
звуженні. Магнітне поле збільшує коефіцієнт місце-
вого опору (раптове звуження) більше ніж в 5 разів 
за малих чисел Рейнольдса. Збільшення чисел Рей-
нольдса та перехід до розвинутої турбулентної течії 
приводить до асимптотичного співпадіння коефіціє-
нтів за різної орієнтації магнітного поля. Це пояс-
нюється збільшенням швидкості течії та зменшен-
ням відносної дії магнітного поля на потік. 

2. Дія магнітного поля приводить до зниження 
середньої та максимальної швидкостей, до збіль-
шення швидкості в прикордонному шарі для течії 
електропровідної рідини в раптовому розширенні. 
На відміну від раптового звуження, в раптовому ро-
зширенні можна спостерігати відмінність картин те-
чії за дії поперечного магнітного поля. Значно зме-
ншується область високої швидкості після прохо-
дження розширення. Змінюються параметри розши-
рення струменя. Як для раптового звуження, та і для 
раптового розширення залежності відносних втрат 
повного тиску від числа Гартмана мають квадратич-
ну залежність. Спостерігається повне співпадіння 
кривих для повздовжньої дії вектора магнітної інду-
кції. Дія поперечного вектора магнітної індукції збі-
льшує втрати тиску на порядок за малих чисел Рей-
нольдса. Збільшення чисел Рейнольдса до значень 

6Re 10  нівелює дію магнітного поля. 
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Chernetskaya-Beletskaya N.B., Rogovyi A.S., 
Miroshnykova M.V. Loss of pressure during the flow of 
electric conductive liquid by local minor energy losses of 
the pipeline. 

Today in many industries there is a need to pump elec-
trically conductive fluids.  For electrically conductive fluids, 
such a number of experimental studies has not yet been con-
ducted, in addition, the dependencies are complicated by the 
influence of the magnetic field and the need to take into ac-
count their magnitude. 

The complexity of mathematical analytical studies in 
magnetic hydrodynamics arises due to the simultaneous mod-
eling of fluid motion and Maxwell's electrodynamic equations. 
On the other hand, experimental studies are valuable and are 
conducted to test the operation of devices. The practical use of 
conductive fluids in industry is limited by the lack of infor-
mation on energy losses during the movement in the pipeline, 
which occurs due to the fact that such losses cannot be calcu-
lated analytically. 

The aim of the paper is to determine the dependences of 
pressure losses during the flow of conductive fluid by local 
minor losses in the pipeline, such as: sudden enlargement and 
sudden contraction. 

The mathematical model consisted of Reynolds-
averaged Navier-Stokes equations, SST (Shear Stress 
Transport) equations of the turbulence model, continuity 
equations and Maxwell's equations for incompressible fluid 
flow. 

The software was verified by comparing the results of 
experiments with the results of numerical simulations. The ac-
tion of the magnetic field leads to a decrease in the average 
and maximum velocities, to an increase in the velocity in the 
boundary layer for the flow of conductive fluid in a sudden en-
largement. In contrast to sudden contraction, in sudden en-
largement it is possible to observe a difference in flow pat-
terns under the action of a transverse magnetic field. Both for 
the sudden contraction and for the sudden enlargement, the 
dependences of the relative losses of total pressure on the 
Hartmann number have a quadratic character. 

There is a complete coincidence of the curves for the 
longitudinal action of the magnetic induction vector. The ac-
tion of the transverse vector of magnetic induction increases 
the pressure loss by an order of magnitude at small Reynolds 
numbers. Increasing the Reynolds numbers to the values of the 
developed turbulent flow eliminates the effect of the magnetic 
field. 

Keywords: electric conductive liquid, sudden enlarge-
ment, sudden contraction, numerical calculation, magnetohy-
drodynamics. 
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