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У статті досліджуються проєктні розрахунки констру-
кцій, що потребують всебічного аналізу процесів дефор-
мування під дією експлуатаційних навантажень. В реаль-
них умовах експлуатації більшість елементів конструкцій 
знаходяться під дією механічних і теплових наванта-
жень. Для аналізу процесів деформування необхідно вирі-
шувати задачу термопружності. Для розв’язання таких 
задач зазвичай використовується метод скінченних еле-
ментів, точність якого залежить від кількості розрахун-
кових вузлів. Одним з етапів розв’язування задач термоп-
ружності є формування матриць жорсткості та тепло-
провідності скінченних елементів. Для елементів одного 
типу використовуються обчислення за однаковою проце-
дурою і кількість таких обчислень зумовлює час 
розв’язування задачі. У традиційному підході ці обчислен-
ня виконуються послідовно. У випадку великих розмірів 
сіток кількість та час розрахунків збільшуються, що по-
требує оптимізації обчислень з використанням алгорит-
мів паралельних обчислень. Паралелізація методу скінчен-
них елементів потребує управління роботою достатньо 
великої кількості процесів, а також упорядкування обміну 
даними між процесами. Час виконання паралельних обра-
хунків визначається найповільнішою підзадачею. При фо-
рмуванні матриць жорсткості та теплопровідності ви-
никає необхідність проводити інтегрування по області 
скінченного елементу. Використання моментної схеми 
скінченних елементів переміщення і деформації апрокси-
муються однаковими поліномами, що спрощує обчислення 
інтегралів. Ця процедура закінчується формуванням бло-
ку матриці жорсткості, причому для сусідніх скінченних 
елементів цей блок є частково спільним. У системі із за-
гальною пам'яттю обмін інформацією між процесорами 
відбувається за допомогою змінних, що зберігаються в 
загальній пам'яті. Розроблено алгоритми паралельного 
програмування для побудови матриць жорсткості скін-
ченних елементів та розрахунку напружено-
деформованого стану для пакету програм «МІРЕЛА+». 
Отримано розв’язки для розрахункових сіток різних роз-
мірів. Досліджено вплив паралелізації на час розрахунку.  
Ключові слова: метод скінченних елементів, матриця 
жорсткості, паралельні обчислення, OpenMP, напруже-
но-деформований стан. 

Вступ. При проєктуванні конструкцій, що пра-
цюють в умовах теплового і механічного наванта-
ження, виникає необхідність прогнозування фізико-
механічних характеристик і показників якості  у 
тривимірному аспекті.  

Одним з найбільш ефективних чисельних ме-
тодів проєктних розрахунків є метод скінченних 
елементів. Характерною особливістю методу є без-
посередній перехід від континуального об'єкту до 
дискретного шляхом апроксимації геометрії дослі-
джуваного об'єкту і шуканих полів переміщень (на-
пружень). У цьому випадку для складених або ша-
руватих конструкцій кожен елемент конструкції 
(або шар) з різними фізико-механічними характери-
стиками піддається дискретизації на просторові 
елементи. Отримана дискретна модель твердого тіла 
дозволяє ефективно проаналізувати поведінку твер-
дого тіла в експлуатаційних умовах. На основі вико-
ристання методу скінченних елементів отримано 
чисельні розв’язки задач термопружності для 
в’язкопружних тіл [1-3]. Тривимірну задачу термоп-
ружності неоднорідних в окружному напрямку тіл 
обертання на основі моментної схеми скінченних 
елементів [4, 5] розв'язано в роботах [5, 6]. 

Для підвищення точності рішення частіше за 
все використовують розрахункові сітки великого ро-
зміру, що негативно впливає на час розв’язування 
задачі. Особливо це стосується розв’язків неліній-
них задач з використанням ітераційних процедур. 
Одним з підходів до оптимізації розрахунків є за-
стосування паралельних обчислень, що дозволяє 
значною мірою підвищити продуктивність проєкт-
них досліджень. 

Для методу скінченних елементів можна виді-
лити три етапі розв’язування задачі: формування 
вхідних даних з нанесенням розрахункової сітки; 
формування матриць системи рівнянь і 
розв’язування системи рівнянь; процедура виведен-
ня результатів. При чому формування матриці жорс-
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ткості та розв’язування системи алгебраїчних рів-
нянь складає основні затрати часу. Прискорення ви-
конання цих етапів дозволить зменшити затрати 
машинного часу. Одним з підходів до прискорення 
обрахунків є використання паралельних алгоритмів 
[7]. 

Серед методів підвищення продуктивності па-
ралелізації обчислень можна виділити методи, що 
базуються на використанні блочних алгоритмів 
прямих методів розв’язування систем лінійних алге-
браїчних рівнянь з розрідженими симетричними ма-
трицями [8, 9]; методи, спрямовані на дослідження 
ефективності декомпозиції розрахункової області 
[10]. За методами декомпозиції задача розділяється 
на декілька підзадач меншої розмірності, 
розв’язання яких можна виконати паралельно. Бі-
льшість публікацій присвячено різним підходам до 
розв’язування систем рівнянь, що формуються в ме-
тоді скінченних елементів [11-15]. Проте дуже мало 
робіт присвячено паралелізації обчислень при фор-
муванні матриць систем рівнянь методу скінченних 
елементів. Час, що витрачається на формування ма-
триці жорсткості складає суттєву частину всього ча-
су рішення. При розв’язуванні зв’язаних задач тер-
мопружності доводиться проводити однотипні опе-
рації для формування матриць жорсткості та тепло-
провідності. При рішенні нелінійних задач за моди-
фікованим методом Ньютона-Канторовича на пев-
них ітераціях доводиться також перераховувати ма-
триці жорсткості з урахуванням геометрії деформо-
ваного тіла [5].  

Метою роботи є розробка методики паралель-
них обчислень розрахункових матриць скінчених 
елементів для задач термопружності. 

Виклад основного матеріалу. Формулювання 
задачі термопружності у варіаційні формі має ви-
гляд 
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де F – вільна енергія; P, Q– вектори об'ємних і пове-
рхневих навантажень; u –  вектор переміщень.  
Для розв’язання задачі пружності необхідно знайти 
розв’язок задачі теплопровідності 
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де сε – теплоємність при постійній деформації; βij –
 компоненти тензору ізотермічних пружних постій-
них, які визначають взаємний вплив температурного 
поля і поля деформацій; εij – компоненти тензору 
деформацій; λij – компоненти тензору теплопровід-
ності; w0 – густина внутрішніх джерел теплоутво-
рення; q – тепловий потік; h – коефіцієнт теплообмі-
ну; θ – температура навколишнього середовища. 

Рівняння (1), (2) фактично є зв’язаною задачею 
термопружності за наявності впливу температури 
тіла на фізико-механічні параметри, що притаманно 
більшості полімерних та композиційних матеріалів. 

Розглянемо побудову матриць жорсткості та 
теплопровідності скінченного елемента з апрокси-
мацією переміщень на основі моментної схеми скін-
ченних елементів. 

Введемо до розгляду глобальну декартову сис-
тему координат zi. Для описання властивостей скін-
ченного елементу розглянемо місцеву систему коор-
динат xi, в якій координати точок скінченного еле-
менту лежать межах від -1 до +1. Переміщення та 
температуру тіла довільних точок скінченного еле-
менту  апроксимуємо у вигляді розкладання по сте-
пеневим функціям [5]: 

 

( ) ( )

1 1 1

M N L
pqr pqr

k k
p q r

u  
  

   , 

( ) ( )

1 1 1

M N L
pqr pqr

p q r
T  

  
   ,  (3) 

 
де k ,.- коефіцієнти розкладання, (pqr) - набір сте-
пеневих функцій виду:  
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де (p=0,1,2,3; q=0,1,2,3; r=0,1,2,3) - степені апрокси-
мації за відповідними напрямами координат. 

Для обраного типу скінченного елемента вста-
новлюється відповідний зв’язок між вузловими зна-
ченнями функції та коефіцієнтами розкладання (3). 
Використання базових степеневих функцій дозволяє 
апроксимувати переміщення та деформації у вигляді 
розкладання аналогічно (3) [5].  
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Серед коефіцієнтів розкладання компонентів 

тензору деформацій в ряд Маклорена утримуються 
лише ті, що відповідають апроксимації переміщень. 

 Використання співвідношень моментної схеми 
скінченних елементів дозволяє уникнути ефектів 
«хибного зсуву».  

Для формування матриці жорсткості скінчен-
ного елементу використовуються співвідношення 
варіації енергії пружної деформації  у вигляді: 

 

ij
ij

V

W dv    .  (4) 

 
Компоненти тензора пружних напружень 

приймаємо у вигляді закону Гука: 
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де ,  - коефіцієнти Ляме; gij - компоненти метрич-
ного тензора;  - функція зміни об’єму. 

Функцію змінення об’єму також можна пред-
ставити у вигляді розкладання по степеневим функ-
ціям 
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Тоді варіація енергії пружної деформації має 
вигляд 
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Матриці A і B обчислюються для вузлів 
інтегрування. За аналогічною схемою будується ма-
триця теплопровідності. Варіаційне рівняння для 
стаціонарної теплопровідності має вигляд 
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Враховуючи апроксимацію температури по 
об’єму скінченного елемента рівняння (9) має ви-
гляд 
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Обчислення інтегралів що входять в рівняння 
(7), (8), (11) можна виконати за однаковою схемою.  

Результати досліджень. Для паралельного об-
числення використано бібліотеку OpenMP оскільки 
при побудові матриць спільно використовуються 
масиви даних. 

OpenMP — це модель програмування спільної 
пам’яті, яка підтримує мультиплатформене багатоп-
роцесорне програмування спільної пам’яті на мовах 
програмування C, C++ і Fortran, доступна для широ-
кого спектру архітектур процесорів і операційних 
систем. Бібліотека OpenMP складається з набору 
директив компілятора, підпрограм бібліотеки та 
змінних середовища, які впливають на поведінку під 
час виконання. 

Програмування в OpenMP полягає у викорис-
танні так званих паралельних конструкцій (директив 
компілятора), які вставляються у вихідний код, ін-
структуючи компілятор генерувати певний код. 
OpenMP визначає різні конструкції, що дозволяють 
розпаралелювати послідовний код і синхронізувати 
окремі потоки. 

Щоб зменшити деталізацію проблеми та змен-
шити накладні витрати, пов’язані зі створенням і за-
вершенням потоку, зазвичай розпаралелюють крайні 
цикли в алгоритмі, що в нашому конкретному випа-
дку відповідає розпаралелюванню циклу над елеме-
нтами в операції збирання. На рис. 1 представлено 
блок-схему паралельного алгоритму OpenMP. 

Рис. 1.  Блок-схема паралельного алгоритму  
чисельного Інтегрування 

На основі розробленого підходу проведено роз-
рахунок шини під внутрішнім тиском 600кПа. Радіа-
льне навантаження 80кПа. Швидкість кочення скла-
дає 50км/год. Обраховані поля переміщень, напру-
жень та температури дисипативного розігріву [7]. На 
рис.2 представлено порівняння часу обрахунку з ви-
користанням запропонованого підходу до обчислен-
ня матриць жорсткості і теплопровідності та з вико-
ристанням традиційного підходу. 

Рис. 2. Час розв’язку для різної кількості вузлів:  
 1 – традиційна схема; 

 2 – схема з паралельними обчисленнями. 
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Для розрахунку використано обчислювальний 
комплекс «МІРЕЛА+» із застосуванням паралель-
них обчислень матриць скінченного елементу. Тес-
тування виконувалось на пристрої з Intel i7-9750H (6 
ядер та 12 потоків) та 16 ГБ RAM. 

Висновки. Розроблена методика формування 
матриць жорсткості та теплопровідності на основі 
використання паралельних обчислень інтегральних 
квадратурних складників дозволяє прискорити про-
цес розв’язування задач механіки конструкцій. Ско-
рочення часу розв’язання складає 7%. Використання 
бібліотеки OpenMP в пакеті прикладних програм 
«МІРЕЛА+» підвищує ефективність розрахунків. 
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Homeniuk S.I., Kozub V.Yu. Parallel implementa-
tion of the finite element method for the thermoelasticity 
problem 

The article examines design calculations of 
constructions that require a comprehensive analysis of 
deformation processes under the action of operational loads. 
In real operating conditions, most structural elements are 
under the influence of mechanical and thermal loads. To 
analyze deformation processes, it is necessary to solve the 
problem of thermoelasticity. To solve such problems, the finite 
element method is usually used, the accuracy of which 
depends on the number of calculation nodes. One of the stages 
of solving problems of thermal elasticity is the formation of 
matrices of stiffness and thermal conductivity of finite 

elements. Moreover, for elements of the same type, 
calculations according to the same procedure are used, and 
the number of such calculations determines the time of solving 
the problem. In the traditional approach, these calculations 
are performed sequentially. In the case of large grid sizes, the 
number and time of calculations increase, which requires 
optimization of calculations using parallel calculation 
algorithms. The parallelization of the finite element method 
requires the management of the work of a sufficiently large 
number of processes, as well as the arrangement of data 
exchange between processes. The execution time of parallel 
calculations is determined by the slowest subtask. When 
forming the stiffness and thermal conductivity matrices, it is 
necessary to perform integration over the area of the finite 
element. Using the moment scheme of finite elements, 
displacement and deformation are approximated by the same 
polynomials, which simplifies the calculation of integrals. This 
procedure ends with the formation of a stiffness matrix block, 
and this block is partially shared by neighboring finite 
elements. In a shared memory system, information is 
exchanged between processors using variables stored in 
shared memory. Parallel programming algorithms have been 
developed for constructing stiffness matrices of finite elements 
and calculating the stress-strain state for the "MIRELA+" 
program package. Solutions for calculation grids of different 
sizes were obtained. The effect of parallelization on the calcu-
lation time was studied. 

 Keywords: finite element method, stiffness matrix, 
parallel computing, OpenMP, stress-strain state. 
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