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У статті розглядається побудова 3D-моделі доде-
каедра за допомогою прямокутників з відношенням 
сторін на основі золотого перерізу. Наведено побу-
дову двоїстих фігур: ікосаедра та додекаедра, впи-
саних у куб і описаних біля нього, а також їх каска-
ду з використанням прямокутників зі сторонами 
пропорції золотих перетинів в AutoCAD. У статті 
використовується поняття «правильний багатог-
ранник». Що це? Правильний багатогранник - це 
опуклий багатогранник, кожна грань якого прави-
льний p-кутник і в кожній її вершині сходиться од-
накове число q таких граней. Ікосаедр - це геомет-
ричне тіло з двадцяти граней, кожна з яких прави-
льний трикутник. Додекаедр це геометричне тіло з 
дванадцяти граней, кожна з яких має правильний 
п'ятикутник. Ці багатогранники належать до пра-
вильних багатогранників. Існують різні версії їх ви-
користання: свічники, гральні кістки, інструмент 
для калібрування водяних труб (для цього круглі 
отвори мають різний діаметр) як наочний навчаль-
ний посібник для вивчення основ академічного рису-
нка. Відомі багаточисельні способи побудови прави-
льних багатогранників і найбільш складних з них - 
ікосаедра та додекаедра. Серед них особливий ін-
терес викликав спосіб побудови ікосаедра на основі 
золотих прямокутників з відношенням сторін золо-
того перетину (відношення цілого до більшої час-
тини). Цей спосіб, що відрізняється простотою, 
витонченістю та внутрішньою гармонією вивчений 
недостатньо, тому що не поширений на додекаедр, 
який будується як фігура, подвійна ікосаедру. Мета 
роботи: доповнити спосіб побудови за допомогою 
прямокутників з відношенням сторін на основі зо-
лотого перетину для додекаедра. Побудови викону-
вались в графічному редакторі AutoCAD [1], але 
можуть бути повторені і в інших відомих САПР. 
Алгоритм побудови ікосаедра на основі золотих 
прямокутників наступний: вставляється один в ін-
ший три рівні прямокутники перпендикулярно один 
одному по серединній паралелі, залишається тільки 

з'єднати найближчі вершини одна до одної. Щоб 
побудувати додекаедр, потрібно з'єднати центри 
граней ікосаедра. Існує багато способів побудови 
правильних багатокутників: можна вписати їх у 
сферу або описати біля неї; використовувати пос-
лідовне каскадне вписування-описування щодо один 
одного (число можливих каскадів дорівнює 5! = 
120); побудувати фігури на основі куба (наприклад, 
додекаедр способом «дахів», запропонованим Евклі-
дом); з використанням пропорцій золотих перети-
нів; із застосуванням формул або тільки на основі 
геометричних побудов та інших. Можна створити 
плоске зображення чи об'ємну модель на комп'юте-
рі. 
Ключові слова: перетин, прямокутник, правильний 
багатогранник, куб, ікосаедр, додекаедр, AutoCAD. 
 
 

Вступ. Відомі багаточисельні способи 
побудови правильних багатогранників і най-
більш складних з них - ікосаедра та додекаедра. 
Серед них особливий інтерес викликав спосіб 
побудови ікосаедра на основі золотих прямоку-
тників з відношенням сторін золотого перетину 
(відношення цілого до більшої частини). Цей 
спосіб, що відрізняється простотою, витончені-
стю та внутрішньою гармонією вивчений недо-
статньо, тому що не поширений на додекаедр, 
який будується як фігура, подвійна ікосаедру.  

Мета роботи: доповнити спосіб побудови 
за допомогою прямокутників з відношенням 
сторін на основі золотого перетину для додека-
едра.  

Побудови виконувались в графічному ре-
дакторі AutoCAD, але можуть бути повторені і 
в інших відомих САПР. 

Вважається, що своє «становлення» пра-
вильні багатокутники отримали у VI столітті до 
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н.е. у найвідомішій Піфагорійській філософсь-
кій школі Стародавньої Греції, де панувала 
ідея, що Всесвіт підпорядкований закону гар-
монії, який можна висловити в числах. Піфаго-
ру Самоському та його учням належать перші 
відкриття в геометрії, їм були відомі тетраедр, 
куб, октаедр. Додекаедр та ікосаедр першим 
описав Теетет Афінський, він же дав математи-
чний опис правильних багатогранників та доказ 
того, що їх лише п'ять [3,4]. 

Платон, який поділяв погляди піфагорій-
ців на гармонію світобудови, у своїх трактатах 
розвинув вчення про пропорції та зіставив пра-
вильні багатогранники з чотирма «стихіями» 
природи. Так геометричні представники число-
вої гармонії Всесвіту отримали назву платоно-
вих тіл. 

Теорія багатогранників тісно пов'язана з 
новими розділами математики: топологією, те-
орією графів, комбінаторикою багатогранників 
і має значення для практичних додатків в інших 
розділах математики (алгебри, теорії чисел, 
прикладної математики), а також у фізиці, кри-
сталографії. 

П'ятірка правильних багатокутників не 
втрачає популярності протягом усієї історії на-
уки. І в наші дні на основі платонових тіл та 
перетинів були зроблені видатні наукові відк-
риття сучасної науки [5]. 

Викладення основного матеріалу. Пра-
вильний багатогранник - це опуклий багатог-
ранник, кожна грань якого правильний p-
кутник і в кожній її вершині сходиться однако-
ве число q таких граней. 

Розглянемо ікосаедр і додекаедр як най-
складніші та найцікавіші серед тіл Платона не 
лише безліччю симетрій, а й наявністю в їхній 
геометрії правильних п'ятикутників і, як наслі-
док, пропорцій золотих перетинів. 

Правильний багатокутник прийнято поз-
начати символом Шлефлі {р, q}: ікосаедр {3, 5} 
і додекаедр {5, 3}. Вони підпорядковуються 
формулі Ейлера, яка зв'язуєче число вершин 
(В), граней (Г) і ребер (Р) будь-якого опуклого 
багатогранника простим співвідношенням: В + 
Г = Р + 2. 

Ця пара двоїстих (дуальних) фігур, що 
проявляється при побудові. Вони змінюють не 
тільки положення вершин і центрів граней що-
до одне одного, а й їх кількість. Зробити їм це 
легко, тому що число граней Г = 20 ікосаедра 
збігається з числом вершин В = 20 додекаедра, 
а число вершин В = 12 ікосаедра дорівнює чис-
лу граней Г = 12 додекаедра. У них однакова 
кількість ребер Р = 30. Обидва багатогранники 

мають по 1 центру симетрії та по 15 осей та 
площин симетрії. І символи Шлефлі {3, 5} та 
{5, 3} у них дзеркальні. 

Це дає підставу припустити, що для по-
двійних фігур способи побудови мають бути 
аналогічні. 

Побудова ікосаедра та додекаедра. По-
слідовником стародавніх греків у вивченні тіл 
Платона був італійський математик, вчений че-
рнець Лука Пачолі. Він вперше називає «незба-
гненним» той ефект, що «сторона куба і сторо-
на трикутника твердого тіла з 20 граней, коли 
обидва обмежені однією і тією ж сферою», від-
повідають пропорції перетинів [6]. Це означає, 
що ікосаедр можна побудувати за допомогою 
прямокутників. 

Алгоритм побудови ікосаедра на основі 
золотих прямокутників наступний: вставляєть-
ся один в другий три рівні золоті прямокутники 
перпендикулярно один до одного по серединній 
паралелі, залишається тільки з'єднати найближ-
чі вершини одна до однієї. Щоб побудувати до-
декаедр, потрібно з'єднати центри граней ікоса-
едра.  

Існує багато способів побудови правиль-
них багатокутників: можна вписати їх у сферу 
або описати біля неї; використовувати послідо-
вне каскадне вписування-описування щодо 
один одного (число можливих каскадів дорів-
нює 5! = 120); побудувати фігури на основі ку-
ба (наприклад, додекаедр способом «дахів», за-
пропонованим Евклідом); з використанням 
пропорцій золотих перетинів; із застосуванням 
формул або тільки на основі геометричних по-
будов та інших. Можна створити плоске зобра-
ження чи об'ємну модель на комп'ютері. [7]. 

Вважається, що куб є «батьком» усіх пра-
вильних багатогранників, може тому, що на йо-
го основі всі інші створюються найбільш раці-
онально, логічно і наочно.  

Розглянемо побудову 3D-моделей ікосае-
дра і додекаедра в AutoCAD на основі прямоку-
тників пропорції золотих перетинів, у яких ве-
лика сторона а дорівнюватиме стороні умовно-
го куба. Отже, фігури можна розглядати як 
вписані в куб. 

Побудова ікосаедра, вписаного в куб. 
Спочатку побудуємо ікосаедр за відомим алго-
ритмом. Сторони прямокутника H (рис. 1, а) 
повинні бути відносно золотих перерізів. Ме-
тодом трикутника (рис. 1, б) ділимо відрізок а 
на частини такі, що a: c = c: b = Ф. Потім три 
однакові золоті прямокутники розташовують 
симетрично і перпендикулярно один до одного. 
За алгоритмом точки 1, 2, 3 (див. рис. 1, а) за-
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дають одну з 20 граней ікосаедра. У цій пло-
щині командою «Правильный многоугольник / 
Сторона» створюємо трикутник із зазначенням 
т. 1 і 2, перетворюємо його на поверхню. Кру-
говим масивом щодо точки 3 осі О-3 будуємо 5 
граней із загальною вершиною (рис. 1, в). До 
деяких із граней тричі застосовуємо команду 
3D-дзеркало, як дзеркальні площини викорис-
товуємо два золоті прямокутники і площину 
симетрії, задану точками 4, 5, 6. 

 а  б 

   в   г 

Рис. 1. Побудова ікосаедра на основі золотих 
прямокутників: 

а – модель золотого прямокутника та побудова 
од-нієї грані ікосаедра;  

б – поділ відрізка у пропорції золотого перетину;  
в – побудова п'яти граней при одній вершині;  

г – модель ікосаедра 

Застосувавши команду «Редактировать 
поверхность / Наполнить», перетворимо пове-
рхні граней, що утворюють замкнутий об'єм, на 
3D-тіло (рис. 1, г). Ікосаедр готовий [8,9]. 

Побудова додекаедру, вписаного в куб. 
Будуємо додекаедр, використовуючи для 
порівняння попередні золоті прямокутники з 
поправкою (можна побудувати нові). При по-
будові виявляється цікава особливість. Вияв-
ляється, якщо ікосаедр і додекаедр вписані в 
один і той же куб, то їх сторони теж знаходять-
ся у відношенні Ф. Отже, сторона додекаедра 
дорівнює b – меншому відрізку золотого пере-
тину (див. рис. 1, б). Вносимо поправку до гео-
метрії прямокутників для додекаедра, розташу-
вавши відрізки b посередині малих сторін тих 
самих золотих прямокутників (рис. 2, а). 
Відношення сторін (цілого до меншої частини) 
нового прямокутника для додекаедра  a:b ≈ 

2,618, а для ікосоедра у прямокутника воно бу-
ло  a:c ≈ 1,618. 

В даному випадку кінцеві точки 1, 2, 3 
відрізків b вкажуть площину грані додекаедра, 
в якій потрібно викреслити «Правильный пя-
тиугольник / Сторона», вказавши точки 1 і 2. 
Діагональ п'ятикутної грані дорівнює стороні 
ікосаедра с. 

Наступні дії команди « Кругового мас-
сива» з центром у точці В променя О-В (рис. 2, 
б) та тричі застосованої «3D-зеркало» щодо 
площин прямокутників створюють замкнутий 
об'єм додекаедра, обмежений поверхнями. 
Створимо з нього 3D-тіло – додекаедр (рис. 2, 
в) [8,9]. 

а  б  в 

Рис. 2. Побудова додекаедра на основі  
прямокутників з відношенням сторін пропорції  

золотих перетинів:  
а – модель прямокутника для додекаедра  

та побудова однієї його грані;  
б – побудова трьох граней при одній вершині;  

в – модель додекаедра 

Отже, якщо фігури вписані в куб, то іко-
саедр будується на основі прямокутників зі 
сторонами, щодо цілого та більшої частини, а 
додекаедр – щодо цілого та меншої частини, де 
ціле – це сторона куба. 

Побудова каскаду подвійних фігур. По-
двійні фігури були побудовані на ребрах, що 
збігаються, с і b. Повернувши додекаедр (або 
ікосаэдр) на 90°, створимо класичне подвійне 
з'єднання дуальних багатогранників (рис. 3, а). 
Зовнішні вершини утворюють опуклу оболон-
ку, яка називається «ромботріа-контаедром», а 
загальна частина з'єднання – ядро – зветься 
«ікосододекаедр». 

Каркасне зображення цієї двоїстої сполу-
ки на вигляді за стрілкою (див. рис. 3, а) пока-
зано на рис. 3, б. На ньому наочно видно кон-
струкцію двох золотих прямокутників зі сторо-
нами a, c та відрізком b, а також всі елементи 
фігур: сторони – відрізки с і b; проєкцюючі 
грані ікосаедра – i та додекаедра – d; становище 
їх вершин - точки 1 і 2 - все, що необхідно для 
побудови каскаду дуальних багатогранників. 
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Рис. 3. Побудова каскаду подвійних фігур  
ікосаедра та додекаедра:  

а – подвійне з'єднання дуальних багатогранників;  
б – каркасне зображення подвійного з'єднання;  

в – схема каскаду даульних фігур;  
г – модель каскада 

Аналогічну 2D-схему (її верхню праву 
чверть - див. рис. 3, в) із зображенням на ній 
центру симетрії т. О, граней ікосаедра i та до-
декаедра d, а також положення їх вершин т. 1 і 
2 легко побудувати, оскільки всі розміри відомі 
із пропорції золотих перетинів. На основі ду-
альності фігур потрібно скопіювати відрізки i 
та d до точок 3, 4 і т.д., змоделювавши цей 
нескінченний каскад на площині і визначити 
сторони золотого прямокутника для побудови 
фігур в об'ємі. 

Так, для «випадкового» ікосаедра i' з 
вершиною в точці 6 відношення сторін його 
прямокутника дорівнюватиме a':с'. Для доде-
каедра d' з вершиною в точці 5 – a'':b'. 

На рис. 3, г бачимо каскадне з'єднання 
дуалів, що складається з 3-х ікосаедрів та 2-х 
додекаедрів, з відповідністю кольору фігур в 
обсязі та на схемі. 

Побудова ікосаедра та додекаедра, опи-
саних навколо куба. На основі золотих прямо-
кутників можна побудувати ікосаедр та додека-
едр, описані навколо куба. 

Креслимо схему, аналогічну рис. 3 б і 
додаємо контур куба зі стороною а. На схемі 
(рис. 4 а) індекс v означає фігури, вписані в куб, 
о - описані. Спочатку будуємо додекаедр do, 
використовуючи т. 1 – вершину куба (вершина 
куба відповідає вершині додекаедра, але не 
очеркової, що добре видно на об'ємних 
фігурах), визначаємо сторони його 
прямокутників – ado і bo. Отримана т. 2 на 

промені вершин ікосаедра дозволяє побудувати 
описаний ікосаедр io і визначити сторони його 
прямокутника – aio і co. 

Зображення описаних дуальних фігур на-
вколо куба показано на рис. 3, б, в. 

Визначити сторони ado і bo золотого 
прямокутника додекаедра, описаного навколо 
куба, можна методом квадрата (див. рис. 4, г), 
тобто. знаходимо збільшення bo в пропорції зо-
лотого перетину щодо a [10]. 

 
а       б 

 
в        г 

Рис. 4. Побудова ікосаедра та додекаедра,  
описаних навколо куба: 

а – схема для описаних фігур;  
б, в – моделі фігур, описаних навколо куба; 
г – метод квадрата для прирощення відрізка  

у пропорції золотого перетину 

Висновки. Доповнено алгоритм побудо-
ви додекаедра застосуванням трьох взаємно пе-
рпендикулярних прямокутників зі сторонами 
пропорції золотих перетинів. 

Показано, що цей алгоритм дозволяє нао-
чно і просто будувати не лише один із предста-
вників «вищого порядку» тіл Платона – ікоса-
едр, а й додекаедр. 

Встановлено, що прямокутники з відно-
шенням сторін пропорції золотих перетинів 
можна використовувати при побудові фігур як 
вписаних у куб, так і описаних навколо нього. 

Схема, що створена на основі золотих 
прямокутників, дозволяє «передбачити» каскад 
подвійних ікосаедра і додекаедра і визначити 
розміри золотого прямокутника для його побу-
дови. 

Про прямокутники з відношенням сторін 
пропорції золотих перетинів можна сказати, що 
вони являють собою не лише «чудовий приклад 
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ясності міркувань», а й приклад ясності уяв-
лення. Втім, одне з одним пов'язане. 
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Karpyuk L. V., Davydenko N. O. Ways of 
constructing regular polyhedra 

The paper deals with the construction of a 3D 
model of a dodecahedron using rectangles with aspect 
ratio based on the golden ratio. The construction of 
dual figures: icosahedron and dodecahedron, inscribed 
in a cube and circumscribed about it, and also their 
cascade using rectangles with sides of golden ratio in 
AutoCAD is given. The article uses the concept of 
"regular polyhedron". What is it? A regular polyhedron 
is a convex polyhedron, each face of which is a regular 
p-gon and at each of its vertices the same number q of 
such faces converges. An icosahedron is a geometric 
body with twenty faces, each of which is a right triangle. 
Dodecahedron is a geometric body with twelve faces, 
each of which is a regular pentagon. These polyhedrons 
belong to regular polyhedrons. There are various 
versions of their use: candlesticks, dice, a tool for 
calibrating water pipes (for this purpose round holes 
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have different diameters), as a visual teaching aid for 
learning the basics of academic drawing. Numerous 
ways of constructing regular polyhedrons and the most 
complex of them icosahedron and dodecahedron are 
known. Among them the method of construction of 
icosahedron on the basis of golden rectangles with the 
ratio of sides of the golden ratio (ratio of the whole to 
the larger part) has aroused special interest. This 
method, characterized by simplicity, elegance and 
internal harmony is not studied enough, as it is not 
extended to the dodecahedron, which is built as a figure 
dual to the icosahedron. Purpose of work is to 
supplement the method of construction by means of 
rectangles with aspect ratio on the basis of golden 
section for dodecahedron. The constructions were 
performed in the graphic editor AutoCAD [1], but can 
be repeated in other known CAD systems. The 
algorithm of construction of icosahedron on the basis of 
golden rectangles is as follows: three equal rectangles 
are inserted one into another perpendicularly to each 
other along the middle parallel, it remains only to 
connect the vertices nearest to each other. To build a 
dodecahedron, we need to connect the centers of the 
faces of an icosahedron. There are many ways to 
construct regular polygons: one can inscribe them into 
a sphere or describe them about it; use consecutive 
cascade inscription-description relative to each other 

(the number of possible cascades is 5! = 120; construct 
figures on the basis of a cube (for example, a 
dodecahedron by the method of "roofs" proposed by 
Euclid); using proportions of golden sections; using 
formulas or only on the basis of geometrical 
constructions, etc. It is possible to create a flat image or 
volumetric model on the computer. 

Key words: section, rectangle, regular polyhedron, 
cube, icosahedron, dodecahedron, AutoCAD. 
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